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In the discrete limit analysis of the complex structu re and the material using HPM, the 
analysis becomes possible at a realistic level when modeling with the linear element as well as 
FEM. However, HPM is a just developed model, and since the Solid element has been preceded 
and developed, the line element is not prepared. Then, we develop the linear element of HPM 
for the analysis of the framed structure and the analysis combined with the solid or plane 
element. This paper shows brief formulation of a truss element, a beam element, and the linear 
element that combined them based on the cubic displacement field in a three -dimensional 
problem. In addition, the accuracy of the solution of proposed element is confirmed according to  
simple example. 
 














ハイブリッド型ペナルティ法 (HPM : Hybrid-type 
Penalty Method)を開発した 1) - 3)．HPMはハイブリッ
ド型仮想仕事の原理 4) に基づく方法であるが，不連
続 Galerkin ( dG : discontinuous Galerkin ) 法 5) におけ





































（釣り合い方程式）  (1) 
（応力－ひずみ関係）  (2) 
（ひずみ－変位関係）  (3) 
 
ここで，  は，それぞれ，変位，ひずみ，応
力ベクトルであり，  は構成行列，  は物体力を
表している．また，  は微分作用素であり，  は境




（幾何学的境界条件）  (4) 
（力学的境界条件）  (5) 
 











    (a) sub-domain        (b) intersection boundary 
 
Fig.1 Sub-domain  and  and Boundary  
 
 いま，Fig.1(a) に示すように，領域  を M 個の
部分領域に分割する．このとき，Fig.1(b) に示す隣










ただし，  ならびに  は，それぞれ，部分領
域 と  における境界  上の変位を表し














ここで， は線材の任意点における Xおよび Z方向
の変位，  は要素基準点(通常，図心）における剛
体変位，  は要素内のひずみ，  はひずみの X
および Z による１階微分，同様に，  は，2 階微
分であり，以下のとおりである． 
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態に対する 3 次変位場の式(8)から，1 次の軸方向変






転  であり，さらに  である．
したがって，式(9)から求められる 1 次の軸方向変位
場  は以下のようになる． 
 
 (10) 






























変位場と HPMの曲げ剛性行列を求める．  
 
（１）3 次の曲げ変形変位場 










    

























    
    
    (19) 
 





















   
   





    








             (24) 
 




























Fig.4 Global and Local Coordinate System 
 











ここで，  は，要素 e における端点 iの中
立軸に関する水平および垂直方向の変位であり，













図中，  は，隣接する 2要素間に設けた任意座標軸
である．線材の場合，中立軸における x 方向，およ































































であり，  および  は，それぞれ，局所座標系  に
沿った断面積と断面二次モーメントである． 
いま，部分領域に関する自由度  と全自由度 
















































Table 1 Displacement of Cantilever Beam 
 
A点 B 点 
HPM 梁理論 HPM 梁理論 
x方向 0.0100001 0.01 0.885015 0.885 

































Table 2 Displacement of Framed Structure 
 
A点 B 点 
HPM 梁理論 HPM 梁理論 
x方向 0.184686 0.184679 0.179736 0.179728 
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